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Mathématiques générales

Probléme 1

Résoudre les équations et inéquations en fonction de x suivantes dans R ou dans I’ensemble proposé.

1. 322 —42+1=0
On calcule le discriminant A tel que A =b? —dac=(—4)2 —4x3x1=16—-12=4

L= =hVA _4v2

VA =2 > 0, ’'équation a deux solutions : 2a 6
gy = =b=VA _4-2 _ 1
2 2a 6 3

L’ensemble des solutions est . = {1/3,1}.

2. (2z —5)% = (4o 4+ 7)?
On a a? — b% = (a + b)(a — b).
Soit : (22 —5)2 — 4z +7)?>=0& 2r —5+4x+7)(2x —5—4x—T7)=0
& (62 +2)(—22—12) =0
6r+2 =0 r =-%
On résout alors : &
—2r—-12 =0 z =—6
L’ensemble des solutions est . = {—6, —1/3}.

3. mx+4=ux+4m? |discuter la solution selon les valeurs de m]

On groupe les termes selon z dans le premier membre :

mx —x = 4m* —4 & z(m — 1) = 4(m? — 1). On remarque que si m = 1, 'équation est 0 = 0,
elle est indéterminée.

Si mAl, ¢ = D _ Amtn=1) _ g 4 7).

m—
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sim =1 indétermination
L’ensemble des solutions est . = { }

sim#1 4(m+1)

4. 32=m —m —1  [dans R\{3}, discuter la solution selon les valeurs de m]

On chasse le dénominateur :
3x—m = (z—3)(m—1) & z(4 —m) = 3 — 2m. On remarque que si m = 4, ’équation est
indéterminée.

: _ 3—2m
Sim#4, v ="

Or, 'ensemble donné est R\{3}, I’équation 3412;? = 3 ne doit pas étre satisfaite, soit m = 9.

im=4 =9 i ibl
L’ensemble des solutions est . = { sLm owm HAPOSSILIE }

sim#4detm#9 3-2m

4—m

5. 3z —1)% > (4o + 7)?

On écrit :

(3z — 1)2 — (42 + 7)? > 0. On a une différence de carrés : a® — b*> = (a + b)(a — b)
Br—14+424+7)Bx—1—-4x—-7)>0< (Tx +6)(—x—8) >0

C’est un produit de binémes de premier degré, on peut faire un tableau de signes.

T —00 -8 fg +o00
—r —38 + 0 - -
Tx + 6 — - 0 +
Résultat - 0 + 0 -
L’ensemble des solutions est . = ]—8, —6/3].

6. 55+ 4 > T [dans R\{2,3,4}]

On groupe tous les termes dans le premier membre et on réduit au dénominateur commun :

3(x—4)(z—3)+4(z—2)(x—3)—7(xz—2)(z—4)
(z—2)(z—3)(z—4) >0

Apres réduction du numérateur on obtient :

W, on effectue le tableau de signes du quotient.
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z —00 —4 2 3 4 +00
z+4 - 0 + + - +
z—2 - - 0+ + +
r—3 - - - 0+ -
x—4 - - - - 0 +
Résultat + 0 — + - +
L’ensemble des solutions est . =] — oo, —4[U]2, 3[U]4, +o0].

7. -l<|z—1]—|z| <1

“1<lz—=1|—|z| (1)
lz =1 =z <1 (2

On résout chaque partie :

On commence par (1) :
“l<|lz—1—-|z|&|z| -1 <]z —1]

Si x| — 1 < 0, légalité est vraie. On a donc x €] — 1, 1] solution de (1). On résout pour le cas o
|z] — 1 est positif, soit z €] — 0o, —1] U [1, o0

Sous cette condition,
lz| -1 <]z -1 & (Jzo| —1)2 = |z - 1> <0
S(zl-142z-D(z|-1—-2+1) <0
C’est un produit de binémes de premier degré, on résout en cherchant les signes :
(lz| + = — 2)(|z| — ) < 0. On cherche |z|+2—2<0
~—

Vz,>0

||+ —2 <0< |2] <2— 2. Légalité n’a de sens que si 2 —x > 0 < 2 > z. Soit x €] — 00, 2].
Sous cette condition, on a :
lz| <2 -2 & 2% < (2—2)?
srt<a?+4-4dz
Sr<l
L’ensemble des solutions de (1) est .7 =] — oo, 1].
Méme méthode pour (2), on trouve .5 =|0, +-o00].
L’ensemble des solutions est . = . N % =0, 1]
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10.

11.

|z + 2| =2z —1

Pour que I'équivalence soit vérifiée lors de la résolution, on impose que 2z — 1> 0 < x > %

Sous cette condition, on a : |z +2| =2z — 1 & (z+2)? = (22 — 1)?
s @+2+2—-1)(x+2—-22x+1)=0
& Br—1)(-z+3)=0

1

Deux solutions sont possibles, % et 3. Or % < 5 ne peut étre solution.

L’ensemble des solutions est . = {3}.

lZl |z <0  [dans R\{1}]

=
On factorise par |z|, on a :
|| (Ix—ill — 1) <0& (‘I—ill - 1) < 0 On sait que 0 est solution.

1—|z—1]
-1 =0

S1-|z—1/<0

-

s(1l+z-1)(1-2+41)<0

s x(2—-2)<0

T —00 0 2 400
x - 0+ +
R - - 0+
Résultat + 0 - 0 +
L’ensemble des solutions est . =] — 00, 0] U [2, +-00].

—z—1=vz2+1

La racine est bien définie sur ’ensemble des réels car : Vo € R, 22 +1 > 0.

On cherche les conditions d’équivalence nous permettant de résoudre, soit : x +1 <0< x < —1
On pose alors l’ensemble contrainte C' =] — oo, —1].

Sous cette condition : 22 +14+2x =22 +1< =0

Or 0 ¢ C, dés lors ¥ = 0.

2t — 1122 +18 =0
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On pose X = 22, dés lors, on a :
X2 11X +18=0
A=121-72=49
X, =4 =9

VA =7 >0, Péquation a deux solutions :
X2 _ 11-7 _ 2

. . X =22 9=2a?
On rameéne nos solutions en z, x2 :
Xo =123 2=13

x%=9<:>x1=3ou—3
x%z?@mlzﬂou—\/i

L’ensemble des solutions est . = {—3, —\/5, \/i, 3}

12. e2* — e —1=0

On pose X = e”, dés lors, on a :

X?2-X—-1=0
Xl = 1—‘,—\/5 = 90
VA =5 > 0, Péquation a deux solutions : 2
X2 = 172\/5 —_1
%)

. X1 =¢€" & 21 =In(X;) = In(yp)
On raméne nos solutions en x1, T :
Xo =e®2 & 9 = In(Xy) impossible car — i <0

L’ensemble des solutions est . = {In(yp)}.

13. 22—z — 1] =1
(22—z-12=12s@*-2-1-1)@?>-2-1+1)=0
s @?—2-2)(22—2)=0
0 et 1 sont racines évidentes.
saz—-1)(22-2-2)=0
szz—1)(z+1)(xz—-2)=0
L’ensemble des solutions est . = {—1,0,1,2}.

4. Vz+1+z=1
On donne le domaine de définition D = [—1, 400[ validant Pexistence de la racine /z + 1.

vr+l+zxz =14 Vxr+1 =1-—z. On établie les conditions d’équivalences nécessaires a la
résolution. On cherche donc 1 —z >0« 1 > x.

On pose ainsi 'ensemble contrainte C' =] — 0o, 1].
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Sous cette condition, on a :

Cependant 0 € D et 0 € C.

15. Va2 +z—-6<az+7

Probléme 2

Les énoncés sont indépendants.

1. Simplifier I’écriture des réels suivants.

(a) eln(S) —e~ In(4)

o Vx e RY, @) = g

. VmeR,e’”::ei.

2+In(8)
(b) In (W)

(\/x—|—1)2:(1—x)2<:>:c—|—1:x2+1—2x
2’ -3r=0
sz(rx—3)=0

Les solutions proposées sont 0 et 3. Or 3 ¢ C.

L’ensemble des solutions est . = {0}.

22+ 2 —6 =0, on a deux solutions :

x > —%z—4,23

On utilise les propriétés suivantes :

Dés lors : e(3) — g~ In(4) =3

On calcule le domaine de définition D garantissant Iexistence de la racine v2 + x — 6.

De plus, on cherche les conditions d’équivalence, soit © +7 > 0 < x > —7.
On a l'ensemble de définition D =] — 0o, —3] U [2, +00[ et 'ensemble contrainte C' = [—7, +o0].
On note I'ensemble de résolution R =D NC = [-7,-3|U[2, +o0].

Sous cette condition, on résout I'inéquation : Va2 +z —6 <z +7 < 22 +2 —6 < 22 +49 + 14z

L’ensemble des solutions est . = RN [—55/13, 400 = [—55/13, —3] U [2, +00].
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On utilise les propriétés suivantes :
e Y(a,b) € (R})?,In (%) = In(a) — In(b)
e V(a,b) € (R%)*,In (ab) = In(a) + In(b)
o Y(a,b) € (]Rj_)Z,ln (a®) = bln(a)
o Y(a,b) € R? 20 = e x b,
o Vr e R/In(e”) =z
Dés lors : In (;:7:8) ln( 2+1n(8)) ln( 3+1n(4))
(62 x el ) —In (63 X 61“(4))
I (¢) +In (e®) — [In (¢?) + In ()]
=2+1n(8) — [3+1n(4)]
2+3m()— —21n(2)
=In(2) -

(C) e2 In(2) +1n (673) _|_eln(5)

On utilise la propriété supplémentaire :

e In(l)=0
e21n(2) +1In (6_3) + e1n(5) — e1n(4) +1In (e%) +5
=4-345=6
(d) 5=

On considére les formules précédentes.

81+1en(2) = exju(z)
=1
=2

2. Donner I'’ensemble de définition des expressions suivantes puis les simplifier.

(a) Va2 —4dx+4
L’expression n’existe que si 22 — 4z +4 > 0.
Onaz?—4zx+4=0cx=2
On a le domaine de définition D = R.
Va2 —dz+4=/(z - 2)2
=z —2|

el-® 1
(b) In (£5) +1n (1)
La fonction In est définie sur ’ensemble des réels strictement positifs.

La fonction e décrit I’ensemble des réels strictement positifs.
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Dés lors, on a le domaine de définition D = R.

On a la propriété suivante :

e ln(e)=1

In (EI;I) +In(-4) =In(e'*) — In(e) + In(e”)
=In(e x e™*) — In(e) + In(e”)
=In(e) — In(e”) — In(e) + In(e®)
=0

(¢) In(e* +1) —In(1+e7%)
Meéme justification que précédemment. On a le domaine de définition D = R.
In(e” +1) —In(l+e*)=In(e*+1) — In (ngfI)
=In(e® + 1) — In(e* 4+ 1) + In(e®)

=x

3. (@ —In(2e”) —In (1)

Attention!! Ce n’est pas parce que e™®) = z que I'on a le méme domaine de définition pour les
deux expressions.

En particulier on a la fonction In qui est définie uniquement pour les réels strictement positifs.

Les autres expressions sont définies pour sur tout R. Dés lors, il ici que résulte que D = R .
em@ —n(2e®) —In (3) = 2 — [In(2) + In (e*)] — [In(1) — In(2)]
=0

Probléme 3

Les énoncés sont indépendants.

1. Déterminer (a,b) € R? tel que : Vk € N*, m = &+ 125 et en déduire le calcul de Y m
k=1

On cherche un couple (a,b) € R? tel Vk € N*, k(k1+1) =£4 kil
On procede par identification, soit : 4 k1+1) = a(llz(ﬁclﬁf)bk
. . . g a+b =0 b =-1
Dés lors, on identifie les coefficients, il vient que l'on a : &
a =1 a =1
n n
Ainsi, kzl m :kzl 3 - k#“ On pratique un télescopage.
zn: 1 1 1
11 _q_1
A B TR 2
11
T35
11
371
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k=1

n

3. Simplifier le produit P, suivant : P, =] (1 — k%)
k=1

=9
Il

—~
Eo
|
—
~—
—=
—~
el
e
i
~—

~
||
[
3 2
T =
iR

|
3 3=
X

]

—_

N
3

4. Calculer les doubles sommes suivantes :

i=0j=0
Les sommes doubles s’expriment 'une par rapport a I’autre.
n o1 n
1=
i=1j=1 =0
n
i=0
_ n(ntl)
)
— n(ntl)
)

—
=
M=

?

i
> (i+7)
0j=0
La variable 4 est libre par rapport a la deuxiéme somme.

S5 (+5) =3 <z+;j>

=05=0 i=0 \ j=0

.
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@
Il
=3
~
I
o
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Il
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Il
<

i(i+1)+@)

I
[]=
—~
[SJ[eY

.
—~
.
+
—_
S~—
~—

~.

|
nje (HD

@
I
=

(i +1)

[SJ[eY
3

D> }
Li=0 1=0
(n+1)(2n+1) (n+1)

_n(n+1)(2n+1)+3n(n+1):|
6

:2n(n+1)(n+2)}
6

n(n+1)(n+2)
2

5. Calculer les sommes suivantes a 1’aide d’un télescopage :

() 3 In(1+1)
k=1
> I (14+4) =3 In (4
k=1 k=1
=3 In(k + 1) — In(k)
k=1
=1In(n+1) —In(1)
=In(n+1)
®) S kx Kl
k=0
S kX k=3 (k+1—1)x Kl
k=0 k=0
— 3 (k+ 1)k — k!
k=0
=30 (k)= !
k=0
=n+1!-1
(c) nil (Ukg1 — Up—1)
k=p—3

n—1
H (U1 — Uk—1) = Uq + Ug—1 — Up—a — Up—3
k=p—3

() 3 (k+2)2"

k=0

Posons la suite uy, = (ak +b)2F et cherchons a et b tels que, pour tout entier k, ujy1 —ux =
(k +2)2~.

10
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On remarque que :

g1 — up = (a(k + 1) +n)28+1 — (ak + b)2F
=2k [2(a(k + 1) +b) — (ak+)]
= (ak + 2a + b)2k

En prenant @ = 1 et b= 0 on a bien ug1 — us, = (k + 2)2%. 1l résulte que :
> (k+2)28 =3 uppr —up
k=0 k=0
= Uky1 — Uk
k=0
n
=3 (k+1)25 — k2
k=0

(n + 1)27+!

NE

k=0

6. Soit k € N*

(a)

Développer (k+1)*—k*. En déduire que : (n+1)*—1=4 > k3+6 > k*+4 Y k+ > 1.
k=1 k=1 k=1 k=1

On développe le triangle de Pascal jusqu’a obtenir la ligne 4, ce qui nous donnera les

coefficients de notre identité.

p01234
n

0 |1

1 |1 1

2 |1 2 1

3 |1 3 3 1
4 |11 4 6 4 1

On a donc :
(k+1)* —k* = k* + 4k> + 6k + 4k + 1 — k4
=4k3 + 6k +4k+1

SOk + 1) — kY] = 4K3 + 6k2 + 4k + 1
](321? effectue un télescopage.

(n+1)* -1 :znj (4k3 + 6k? + 4k + 1)
Soit en dévelo;;;nt :

(n+1)*—1=4 % k*+6 > k*+4 > k+ ) 1
k=1 k=1 k=1 k=1

En déduire le calcul de S,, =" k2 en fonction de n.
k=1
On a :

11
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n n n n
n+D)P—1=43 kK+6 Y kK>+4> k+ > 1
k=1 k=1 k=1 k=1
En développant les sommes connues, on obtient :

m+1)*=1=4 > EB+nn+1)2n+1)+2n(n+1)+n
k=1

Il en résulte que :

(n+1)4—1—[n(Z+1)(2n+3)+n] :Zn: k3
k=1

Soit en simplifiant :

Zn:kg _ nt 4+ 2n3 4+ n?
k=1 4

Probléme 4

On définit la fonction f : R? — R qui & tout couple de nombres associe :

_rty+tlr—yl
1. Que vaut f(3,0)7 f(—1,0)? f(2,4)?
3+0+|3-0
—14+04|-1-0] _ —
f(-1,0) = === = = =0
2+4+[2-4
F(2,4) = 2424 _ 642 _ y
. Montrer que f(z,y) = max(z,y).
On distingue 3 cas :
e Siz=y
Fa,y) = flyy) = fla,0) = “HT = 2 =0 = y = max(x, y)
e Siz<y
[z —yl=y—z

flz) = W"# — 279 =y = max(z,y)

e Siz>y
[z —yl=2—y

flz) = M;ﬁ—y — %ﬁ =z = max(z,y)

Les trois cas sont vérifiés, dés lors f(z,y) = max(z,y).
. Déterminer V(z,y, z) € R? une fonction g(x,y, 2) = max(z,y, z). On pourra exprimer g a I'aide
de f.

I Ona g(z,y,2) = f(f(z,y),2) = max(z,y, 2).

Probléme 5

Démontrer les propriétés suivantes par récurrence :

12
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1. Somme des entiers au carré.

i 1)(2n +1
P(n);vneN,Zk2="<"+ )6(”+ )
k=0

On raisonne par récurrence.
e Initialisation (pour n = 0)
XO: k*=0et w = 0. Donc P(0) est vraie.
k=0
e Hérédité
On suppose qu’il existe un entier naturel n tel que la propriété P(n) est vraie.

On veut montrer qu’elle est vraie au rang n + 1 c’est-a-dire, montrer que :

%1 o DM+ +1) (24 1)(n+2)(20+3)
k=0

6 6

On utilise I’hypothése de récurrence.

Z k2 — n(n+1)6(2n+1) o= <Z k2> + (TL+ 1)2 — n(n+1)6(2n+1) + (TL+ 1)2
k=0 k=0

<:>n+1 k2 — n(n+1)(2n+1)+6(n+1)>
k=0 ¢
@”“ 12 — D@+ 1) +6(nt1)]
k=0 0
n+1 2
(D20 +Tn46]  (nt1)(n+2)(2n+3)
<:>k_0 k? = 6 = 6

P(n+1) est vraie.
e Conclusion

La propriété P(n) est initialisée pour n = 0 et est héréditaire. Dés lors, Vn € N, P(n) est

vraie.

2. Somme alternée des entiers (décomposer selon la parité de n, soit 2n et 2n + 1).

n z si m est pair
. ki _ )2
P(n) :Vn €N, ;—O (~D%=17

—23=  sin est impair

e On commence par démontrer le cas si n est pair.
— Initialisation (pour n = 0)
0
S (=) =1x0=0
k=0
=0
P(0) est vraie.
— Hérédité

On suppose qu’il existe un entier naturel pair 2n tel que P(2n) est vraie.

Nlo

13
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On souhaite montrer que la propriété est vraie au rang 2(n + 1), ¢’est-a-dire montrer

que :

2(n+1)
2(n + 1
> (k= # =n+1

k=0
On utilise I’hypothése de récurrence :

2n
(Z (—1)’%) + (=) 2n + 1) + (-1)T22n + 2) = n + (1) 12n + 1) +
k=0
(=1)*"*2(2n +2)
2(n+1)
s > (-Dfk=n+-2n+1)+ (2n+2)
k=0
2(n+1)
s Y (-Dfk=n+1
k=0
La propriété P(2(n + 1)) est vraie.
— Conclusion
La propriété est initialisée au rang n = 0 et est héréditaire pour le cas ou n est pair.

Dés lors P(2n) est vraie.
e On poursuit si n est impair.
— Initialisation (pour n = 1)
1
S (=D =1x0—-1x1=-1
k=0
2 _
-2=-1
P(1) est vraie.
— Héréditée
On suppose qu'il existe un entier naturel impair 2n + 1 tel que P(2n + 1) est vraie.

On souhaite montrer que la propriété est vraie au rang 2(n+1)+ 1, ¢’est-a-dire montrer

que :

2(n+1)+1
2 H+1+1
Z (—1)*k = ,% =—(n+2)
k=0
On utilise 'hypothése de récurrence :

(i <—1>’%) (1220 4 2) 4 (~1)2 204 3) = —(n 1) + (—1)2 220 +

k=0
2) +(=1)*""3(2n + 3)
2(n+1)+1
s Y (-Dk=—-(n+1)+2n+2)—(2n+3)
k=0
2(n+1)+1

& Y (“D'k=—(n+2)
La pfgl())riété P(2(n+ 1)+ 1) est vraie.

— Conclusion
La propriété est initialisée au rang n = 1 et est héréditaire pour le cas ol n est impair.
Dés lors P(2n + 1) est vraie.

La propriété est vérifiée dans le cas ol n est pair et impair. Dés lors, elle est vraie pour tout

14
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|| n € N.

3. Racine itérée (on pensera a utiliser la relation cos(2a) = 2 cos?(a) — 1).

1
P(n):VnEN*,cos(TZTH) :2\/24-\/2—!—\/2—!—\/24—...

n racines

e Initialisation (pour n = 1)

2 _ 1
cos (4) = f = v
P(1) est vraie.
e Héréditeé
On suppose qu’il existe un entier n tel que P(n) est vraie.

On veut montrer que la propriété est vraie au rang n + 1, c’est-a-dire, montrer que :

™ 1
s (5055) = 3 2+\/2+\/2+\/2+\/2+...

n—+1 racines

On pose a = 575, on sait que cos(2a) = 2cos?(a) — 1 & cos (5a7) = 2c0s? (55z) — 1

On utilise I’hypothése de récurrence.

;\/2+\/2+\/2+W=2cos2(2,;12)—1

n racines

@% 1+é\/2+\/2+ 2+V2+ ... :COSQ(QTL%)

n racines

1+;\/2+\/2+ 2+ V24 .. | = cos (55=)

1
< |32
n racines

1 5 (5%
&L 1+§\/2+\/2+ 24 V24 ... = cos (357)

1 1 5 (52
&% |1 2+\/2+\/2+ 24+ V24 .| = cos (5)
& =xk 2+\/2+\/2+ 242+ ... = cos (552)

n+1 racines

15
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&1 2+\/2+\/2+\/2+\/2+...:cos(%’;2,)

n+1 racines

P(n+ 1) est vraie.

e Conclusion

La propriété est initialisée au rang n = 0 et est héréditaire Dés lors P(n) : Yn € N*, cos (27%) =

;\/2+\/2+\/2+\/2+... est vraie pour tout n € N*.

n racines
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