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Mathématiques générales

Probléme 1

On considére les matrices P et D appartenant & Mo(Z) telles que :

1 1
P = et D= 30
1 -1 0 -1
1. Calcul matriciel

(a) Montrer que P est inversible et calculer son inverse P~1.

1 1
det(P) = LT —2 # 0. Donc P est inversible.
_ t
On rappelle que : P~ = detl(P) com(P).

On trouve ainsi que P~! = 1 P.

(b) Soit la matrice A = P.D.P~!. Calculer A.

-1 1 1 1 2
A=ppip=1ippp—1|(° x -
3 1 1 -1 1 2

(c) Soit la propriété P(n) : Vn € N, A" = P.D".P~!. Démontrer que P(n) est vraie.

e Initialisation (pour n = 0).
A =1,
PDOp~l=ppl=1
P(0) est vraie.
o Hérédité
On suppose qu’il existe un entier n tel que P(n) est vraie.

On veut montrer que la propriété est vraie au rang n + 1, c’est a dire, montrer que

At = pprtt pt

On utilise I’hyposthése de récurrence.
A" = PD"P~l & A" A= P.D".P 1A
& At = ppr. P~ PD.P!
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& At = p.pntl p-l
P(n + 1) est vraie.
e Conclusion
La propiété est initialisée pour n = 0 et hérédiataire. Dés lors P(n) : ¥n € N, A" =
P.D".P~! est vraie.

2. Soient les deux suites (up)nen €t (Un)nen de premier terme ug = 1 et vg = 2 et définies par

Up+1 = Up + 2vy,

récurrence telles que :

(a)

Un41 = 2up + vy
Un,

On note X,, = (

ce systéme 7

n L2 n
On a Untt ) _ (u ) S X = AX,.
Un41 2 1 Un

On a une relation géométrique pour ces deux suites, et on a u,, = q"ug ol u,, est le terme

1
2

1
On pose X,, = P.D".P~! <2> Déterminer (u,) et (v,) en fonction de n.

1 " 1
On a alors X, = A" e " =PpPD". P!
2 Up, 2

3" 0
D" = ( ) Car c’est une matrice diagonale.

). Traduire ces suites par un systéme matriciel. Quelle relation vérifie

Un

général et ¢ la raison.

Dés lors, on a :

0 (="

Ona PD"P~'=1 [(_1)71( jl —11 > +3n< 1 1 )]

(=" 43" (=1t 4+3n
( (—DmFt+3m (=1)" 43" )
3n+1 + (_1)n+1

3 (1) >

=

Soit X, :% <

Uy = % (3n+1 + (_1)n+1)

Finalement on a Vn € N,
vp = 33" 4 (=1))

Probléme 2

On considére la matrice A,,, = m -1 1 oum € R.

1. Calculer Ag — A; et AgAq



Licence 1 :

Systémes linéaires, matrices et déterminants Mathématiques & informatique

H
—
—
—
—
-

0 0 2 =5 2
Et AO — A1 = -1 0 0 et AoAl = 0 2 0
0 0 2
x 0
2. Ecrire le systéme linéaire (S,,) d’écriture matricielle A,,, | y | = m
z 3m

On a le systéme (S,,) suivant :

—r 42y —2z = 0
(Sm)e < me —y +z = m
T +y +z = 3m

3. Calculer det(A,,) puis donner det(Ay), det(2Ay), det(A3).

-1 2 -1
det(An)=| m —1 1 |. On développe suivant L.
1 1 1
2 -1 -1 -1 -1 2
—11|m I
=3(1—m)
det(A4p) =3
det(2!4g) = 23 x det(* Ag)
= 8det(Ap)
=24
det(A3) = det(4p)?
=27

4. Pour quelles valeurs de m la matrice A,, est-elle inversible 7

| A, est inversible si et seulement si det(A,,) # 0 < m # 1.

5. Déterminer sans calcul I’ensemble des solutions (Sp).

On a le résultat suivant :

Théoréme de Cramer - Soit un systéeme (S) représenté sous forme matricielle tel que :
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ayj; a2 - QGip T A1
a1 Q22 -+ d2n Z2 A2
X = SAx X =A
an1  Qp2 - Ann Tn )\n

ou la matrice A contient les coefficients des inconnues, le vecteur colonne X contient ces incon-

nues et le vecteur colonne A contient les membres de droite des équations du systéme.

Alors, (S) admet une unique solution si et seulement si sa matrice A est inversible, le n — uplet

est composé des coefficients :

det(Ak)
Tp = ——>
det(A)
avec Ay, la matrice obtenue en remplagcant la k — iéme colonne de A par A.

On la solution triviale . = {(0,0,0)}. De plus, comme (Sp) est un systéme a la Cramer, on sait

qu’il existe un unique triplet solution qui est la solution précédemment donnée.

6. Résoudre (57).

On a le systéme (S1) suivant :

—r 42y —z = 0
(S1) & r -y +z = 1
ty +z = 3
- 42y —2 = 0
=4 Y = 1 Lo+ Lo+ 14

r +y +z 3

—x —z = =2 L1+ Li—2Ly
& Y = 1
r +y +z = 3

On a Ly et L3 qui sont équivalentes. Il résulte :

r = T
S)eqy = 1
z = 2—x

On a le triplet solution . = {z € R|(z,1,2 — z)}.

Probléme 3
Soient n € N*, U = (1)1<;,j<n €t A € M, (R). On note o(A) la somme des coefficients de A.

o(4) :ZZ Qij

i=1j=1

Exprimer U.A.U en fonction de o(A) et U.
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On appelle s(j) la somme des coefficients a;; de la colonne j. On a

s(J) :Z Qij

On calcule U x A

11 - 1 a1 G2 o Glp

1 1 .- 1 a9y 99 . Aon,
UxA=1| . . I

11 - 1 apl  QAp2 °°  Opn

s(1) s(2) s(n

s(1)  s(2) s(n

s(1) s(2) -+ s(n)

De méme, on peut exprimer o(A) grace a s(j).

j=1
On poursuit notre calcul.
s(1) s(2) -+ s(n) s(1) s(2) -+ s(n) 11 -+ 1
s(1) s(2) --- s(n) s(1) s(2) --- s(n) 11 -1
) ) ) ) xU = X
s(1) s(2) -+ s(n) s(1) s(2) -+ s(n) 11 - 1

Gréce a la définition précédente de o(A). Il vient que :

UAU =0(A) x U

Probléme 4

Soient a € R et n € N*, on note A,, le déterminant suivant de taille n x n tel que :

a 0 .- 00 n—1
0 a - 00 n—2
A, = : : .o : n
0 0 -~ a0 2
0 0 o 0 a
n—1 n—-2 --- 2 1 a
n

1. Calculer A,, en fonction de A,,_1. On pourra penser a factoriser selon les colonnes.

H On simplifie A,, par la colonne C7. On a :
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a 0 0 n—-2 0 0 n—-1
: N : a 0 n-2
Ap=(=D"al o ... g0 2 |[+CEDFTR-D
0 - 0 a 1 0 -+ a O 2
n—2 - 2 1 a 0 -+ 0 a
N 5

On va simplifier §, on a simplifie par la ligne L;.

a -~ 0 0
§ = (-1)"=DH(n —1)
a
0 0 a

= (1)
On a donc A, = al,_1 — (n —1)%a"

2. Démontrer que : Vn > 2, A, =a" —a""2 > k?
k=1

n—1
On pose la propriété P(n) :Vn > 2, A, =a™ —a" 2 > k2

k=1
Démontrons celle-ci par récurrence.

e Initialisation (pour n = 2)

a 1
A:
? 1 a
=a’>-1
1
a?—a® Y kK2=a%2-1
k=1

P(2) est vraie.
e Hérédité
On suppose qu’il existe un entier n tel que P(n) est vraie.

On veut montrer que la propriété est vraie au rang n + 1, c’est a dire, montrer que

n
An—i—l — an+1 _ anfl E k2
k=1

On sait grace a la question précédente que :

2

Api1 = al, —n?a"! On a avancé d’un rang.

On utilise I’hyposthése de récurrence.

n—1
An+1 =a <an _ an—2 Z k2) _ n2an—1
k=1

n—1
— an+1 _ anfl <Z k2> _ n2an71
k=1
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n—1
— an+1 _ anfl |:< Z k2> + n2:|
k=1

n
— an+1 _ an—l E k2
k=1

P(n+ 1) est vraie.
e Conclusion
La propiété est initialisée pour n = 2 et hérédiataire. Dés lors P(n) : Vn > 2,A,, =

n—1
a® —a""? 3 k? est vraie.
k=1

Probléme 5

Les matrices stochastiques sont des structures trés utilisées en informatique et en probabilités. Elles
sont & la base des chaines de Markov qui servent en particulier & modéliser des processus aléatoires
complexes de maniére trés simple et forment ainsi des outils puissants pour ’étude de problémes.

Une matrice M est dite stochastique si et seulement si :

n
M € M, ([0,1]) et Vi € [L,n], Y mi; =1
j=1
C’est-a-dire que tous les coefficients m;; de M appartiennent a [0, 1] (en fait ces coefficients représentent
des probabilités), et la somme des coefficients en ligne vaut 1. On note S, ensemble des matrices
stochastiques de taille n.

Soit A €S, et B €S, . Montrer que A x B est une matrice stochastique.

Soient les matrices A et B telles que :

a1 a2 - Glp bir b2 - bin

a21 Q22 -+ G2pn bar  ba2 - bop
A= . . . et B =

anl an2 e Ann bnl bn2 e bnn

On note A x B = C et les coeflicients ¢;; de C'.
Par définition du produit matricielle, on a :

n
Cij =Y _ kb
k=1

La somme des éléments de la ligne ¢ de C' est donc

(O] :Z Cij

-

Par ré-écriture, on a (C); =3 ¢;;

j=1

3

Il
M=

kb

<
Il
—
x>
Il
—
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3
3

Il
8
Ea

n
b; Or, > br; = 1 car B est stochastique.
j=1

>~
Il
-

<
Il
-

[
=]
£
o

Il
_
&

Il résulte que A x B est bien une matrice stochastique. (De méme pour B x A).

Probléme 6

Soient A = L2 et B = 46 .
1 -1 2 3

1. Calculer A% + 2AB + B2 et (A + B)2. Que peut-on constater ? Pourquoi ?
Développer (A + B)?, factoriser A% — I.

e (30
0 3
w22
14 21
Avp=| 28
3 2
1 24
2AB = 6
4 6
4
On adonc: A2+ 2AB+ B?2 = 766
18 30

T
21 28

Le résultat n’est pas le méme car ’anneau des matrices ne posséde par les mémes propriétés que

le corps des nombres réels. (Perte de la commutativité entre autres).
(A+B)?*=(A+B)(A+ B)

=(A+B)(A+ B)

= A?+ AB+ BA+ B?
A3 —L=(A-L)(A>+ A+ 1)

2. Calculer A™ pour tout n € N. En déduire que A est inversible et donner A1,
On a A? = 3I5. De la, on déduit immédiatement que A™! = A,
De plus on a A3 = A x A2
=34
Et A* = A% x A2
=321,
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351,

n—1

372

. ) si n est pair
Par récurrence, on devine que A™ =

X A sin est impair

3. Déterminer Cp = {M € My(R)|BM = MB}.

b b 4 4 b
On cherche M = | ¢ telle que : “ 6 _ y “
c d c d 2 3 2 3 c d
o 4a +2b 6a + 3b [ 4a+6e 4b + 6d
4c+2d 6c+3d |\ 2a+3c

2b+ 3d
On est amené a résoudre le systéme suivant :

4a +2b = 4a+ 6¢
6a +3b =4b+6d
(S) &
4c+2d = 2a+ 3¢
6c+3d =2b+3d
a =3c+d
b =3c
(S) &
c =c
d =d

On a donc Cp = {M(c,b) J
c

M(e,b) € Ms(R), 3(c,b) € R, M(c,b) = < letd 3 > }

. Déterminer Oy g = {M S MQ(R)|MB = 02}

Le systéme suivant :

(5) &

4a + 2b
6a + 3b
dc+2d
6c + 3d

2a+0b
20 +b
2c+d
3c+d

= —2a

b
d =0
c =0

On a ’ensemble solution Oy g = {M(a)

M(a) € M5(R),3a € R, M(a) = (

a
0

—2a
0

)y



