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Probléme 1

Soit a € R et f une fonction réelle définie au voisinage de a. On suppose de plus que f est définie au
point a.

Donner la définition de la continuité de f en a et l'illustrer par une figure.
La continuité est une notion de topologie qui énonce que : pour un intervalle I C R, une fonction réelle

f:I—RetaeclR, lafonction f est continue en a si :

Ve>0,30 >0,Vxel,|lx—a| <d=|f(z)— fla)| <e

Cela veut dire que si 'on se fixe un seuil € aussi petit que 'on veut, on peut toujours trouver un

intervalle autour de a tel que f(x) soit a une distance inférieure a € de f(a).

FIGURE 1 : Tllustration de la continuité au point a de la fonction f
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Probléme 2

Soit f : R — R continue en 0 telle que :

Vo € R, f(22) = f(x)

Montrer que f est une fonction constante.
Si f(2z) = f(x) alors,

flx)=f(3),

F(3)=1(%)

Flgizr) = £ (57) -
On a finalement que :
VneN,Vz e R, f(z) = f (2%)
o m
De plus, nll)r_{loo 5w = 0.

Donc, par continuité de f en 0, il vient que lim f (2%) = f(0)

n—+oo
Mais, on sait que f(z) = f (2%), on a également nl{r—ir-loof (%) = f(x).
Par unicité de la limite, on a

f(z) = f(0)

Comme ceci est valable pour tout = € R, il résulte que la fonction f est constante.

Probléme 3

Soit f la fonction définie sur R telle que

z4+2x3+a .
—3 = S1X 75 1
flay=4q =71

b siz=1
ol a et b sont des nombres réels.

1. Montrer que, indépendamment du choix de a et b, la fonction f admet une droite asymptote A

en +o0o dont on déterminera 1’équation.

On cherche A = ax + f telle que Er}rl flz)—A=0.

En établissant HI_‘I_l f(z), il vient immeédiatement que 111}_1 f(z) = 4+ 2, on en déduit que
A=x+2.
f(=)

Dans la forme, on a aussi lim =

r— 400

=aet lim f(z)—z=20.

Tr— 400

2. Pour quelles valeurs de a et b la fonction f est-elle continue sur R.

Les fonctions N(z) = 2* +22%+1 et D(z) = 2® — 1 (respectivement numérateur et dénominateur
de f) sont continues sur R et le polynome D ne s’annule qu’en 1, ainsi la fonction f est continue

sur R\{1}. La fonction f sera continue en 1 si et seulement si
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4 2 3
i Lt ae

=1 3 —1
Cette configuration force le polynéme N & s’annuler également en 1 pour compenser D.
N(1)=0<a=-3.
Ainsi, on a N(x) = (x — 1)(2® +322 -3z +3) et D(z) = (z — 1)(2®> + 2 + 1)

. . N(z) . 23+322-3z+3 10
:llgllf(x)_iinlD(x) _a}:lgll ?2+zr+1 _E_b
Finalement, f est continue sur R si et seulement si a = —3 et b = ?.

Probléme 4

Etudier la continuité de la fonction f suivante :

R—R
x— \x— E(x) — E(z)
On rappelle que E(z) est la fonction partie entiére telle que : Vo € R,z < F(x) < x + 1

Le fonction est continue en tout point de R\Z puisque la partie entiére est constante au voisinage d’un

tel réel.

Etudions la situation en un entier n € Z. Par définition de la partie entiére, on a :

e lim E(z)=n

z—nt
e lim E(z)=n—-1
r—n—
On a donc :
e lim \/z—E(z)=0
z—nT

e lim \/z—E(x)=1

T—n—

On ajoute la derniére partie entiére pour compléter la fonction f.

1im+f(:1:) = lim+\/x —FE(x)+E(x) =n

r—n r—n

et

lim f(z) = lim /2 — E(x)+ E(z)=n

r—n— r—n—
Les limites sont égales a gauche et a droite et valent n. Ceci est valable pour tout n € Z. Dés lors f

est continue sur R.
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Probléme 5

On appelle fonction caractéristique xr d’un sous-ensemble F' C E, une fonction :

E— {0,1}
XF : 1 sizeF
x>
0 sizx¢F

1. Démontrer que Q est dense dans R, c’est-a-dire qu’entre deux réels il existe toujours un nombre

rationnel.
On pourra utiliser la propriété d’Archiméde qui énonce que :

Axiome d’Archimeéde - Pour deuzr grandeurs inégales, il existe toujours un multiple entier de
la plus petite, supérieur a la plus grande.
V(z,y) eR,(0<z<y=3IneNnxz>y)

Soient a,b deux réels tels que a < b. Il s’agit d’exhiber un rationnel % tel que a < % < b. En

appliquant la propriété d’Archimeéde , on voit qu’il existe un entier ¢ tel que

1
b—a

<q

En prenant y =1 et & = ﬁ

On obtient par le suite

ga+1<qb

Soit p le plus petit entier relatif tel que p > ga. On a alors

p—1<gqga<p

Donc p<qa+1etga<p<qa+1<qgb En divisant par ¢ on obtient le résultat voulu.

2. Montrer que la fonction caractéristique de xg pour £ = R est discontinue en chacun de ses

points.
Soit a € Q (respectivement a € R\Q).

Pour tout réel § > 0, on peut trouver un nombre irrationnel (respectivement rationnel) z dans
Ja—4d,a+ 6] et on a|xg(z) — xo(a)| =1, ce qui prouve la discontinuité de xg en tout point de
R.

Probléme 6

Soit un polynoéme P tel que deg(P) est impair. Montrer que P admet au moins une racine réelle.
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Si P est de degré impair, alors on a de suite que :

e lim P(X)=+c0
X —+oo

Ainsi, 3A > 0 tel que P(A) > 0.

o lim P(X)=-x0

X——00

Ainsi, 34’ < 0 tel que P(4") < 0.

Un polynéme est continu sur son ensemble de définition. On peut donc appliquer le théoréme des

valeurs intermédiaires qui nous assure lexistence d’un réel a € [A’, A] sur lequel P s’annule.

Probléme 7

Déterminer I’ensemble de définition des fonctions suivantes ainsi que la limite en a.
1. fl(l'):#, a=0
Df1 =R

Par la formule du taux d’accroissement, on a lim W = f'(a)
r—a

Deés lors ici linbw =cos(0) =1
z—

2. fa(x)=1—2z—2zln|z|, a=0

Dy, =R*

OnposeX:%(:)%:x.

Lorsque z — 07, on a X — +o00. De méme lorsque z — 07, on a X — —oo.

On note que zln|z| = % In |+

__1
_ _In|X]
- X
Lo 12 . . In|X .
On a déja démontré que Xhm — “)l( L — 0. (Ici, la valeur absolue nous permet d’assurer la
—+00

continuité a gauche et a droite).

Ainsi limzIn|z| =0
z—0

On conclut que lim fo(z) =1
z—0

3. fa(z) = ‘zl_z , =2

Dy, = R\{-2,2}

Comme 2 > 0, on peut établir que :

lim fs(z) = lim 12=2
acl—>Ian3 (CL‘) 3:1—>r112 z?—4

1 x—2
= ggmz @—2)(z+2)

1

4

4. fo(z)=In(y/z+1)—In(z) , a =40
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Dy, =R}
_ Va+1
Ona fu(x) = In (¥22)
Ona lim Y&t —
rz——4o0o0 T
Par composition des limites, il vient que lim f4(z) = —oc.
Tr——+00

5 fs(@)=zE (L), a=0
Dy, =R*
Par définition, on a % <FE (%) < % +1
e On considére z positif, dés lors :
1< fs(z) <14z
Lorsque z — 0T, par le théoréme de gendarmes, il résulte immédiatement que Ilirg+ fs(x) =1
e On considére x négatif, dés lors :
1> f5(z)>1+4x

De méme, lorsque  — 07, il résulte que lim f5(z) =1
x—0~

On a alors lim f5(x) =1
z—0

6. fg(x):% ,a=0
Dy, =R*
rz+2 siz>0
On peut simplifier 'expression de fg(z) telle que fg(x) =
r—2 six<O0

On a alors lim =2 et lim = —2. Dés lors, la fonction n’est pas continue.
z—0+t z—0~

2

7. fr() = S, =2

Dy, =R\{-3,2)

. , . _ e*—e?
En factorisant le dénominateur, on a f7(x) = T
x 2
_ e —e 1
- oz—2 X z+3
. . . z_ 2
On reconnait le taux d’accroissement de e® en 2 : lim £=¢ = ¢2

z—2 T2

N . _ e
Dés lors il_>II12f7(.’L') =£

8. fg(.’b) =
Dy, = R*

(vl—i—x—i—:ﬁ—l) ,a=0

En modifiant un peu l'expression de fg, on a :

fa(x) =1 (wlﬂﬂzl)(\/lﬂﬂ%l))

8

Vitzr+z24+1
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_ 1 Vifzta2i-12
T Vidtr+a2+1

_ 1 z(z+1)
e \Vitotas+1
— x+1
Vitaz+z24+1

. . _ 1
Il vient que il_%fs(x) =3

Probléme 8

Soit f une fonction continue croissante f : [a,b] — [a, b]. Démontrer que I’équation f(x) = x admet au
moins une solution.

Soit F I'ensemble défini tel que F = {z € [a,b]|f(z) > x}. E # () car a € E, en particulier a minore f
et b majore f. Donc E admet une borne supérieure c telle que a < ¢ < b.

Montrons que f(c) = c.

Sic=0b, alors Vn € N* 3z, € E|b— % < Zp < b. Puisque f est a valeurs dans [a, b] et que les z,, sont
dans E pour tout n # 0.

On a alors

Quand n — +o00, la suite x,, — b par le théoréme des gendarmes. La fonction f étant croissante, il
vient que f(z,) — f(b7) < f(b).

En se remplagant dans I’équation (x), il vient que b < f(b~) < f(b) < b et donc que f(b) = b.
Finalement, dans ce cas, b est un point fixe.

Par une technique analogue, on montre bien que si ¢ € [a, b[, on a bien f(c) = c.



