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Probléme 1

On définit sur ’ensemble N la loi de composition * telle que :
Y(a,b) e N>, axb=a+b—ab

1. Est-ce que la loi * est une loi de composition interne ?
e Commutativité : Va,b € E, (a*b) = (b*a)
C’est évident ici par symétrie de la loi *.

e Associativité : Va,b,c € E,(axb)xc=a* (b*c)
(axb)xc=(a+b—ab)xc=a+b—ab+c—(a+b—ab)c=a+b+c—ab—ac—bc+ abc
ax(bxc) =ax(b+c—bc) =a+(b+c—bc)—a(b+c—bc) =a+b+c—ab—ac—be+abe
La loi % est associative.

e Unifére : le€c E,\Vz € Elxxe=exx =2
Oxa=0+a—-0xa=a

La loi x posséde I’élément neutre.

La loi x est bien une loi de composition interne.

2. Est-ce que (R, *) est-un groupe abélien ? Si non, quelle(s) propriété(s) lui manque(nt) t-il?

FE est stable pour *
* est associative
(E, ) est un groupe <
(E, x) posséde I’élément neutre
Tout élément de E posséde un symétrique

Si * est commutative (F,*) est un groupe abélien.

e Eléments symétrisables : Vo € B, 3z~ € Elzx2 ' =z txz =

axa '=a+al—aale0=a+a ! —aa?!

& —a=a1'(1-a)
-1 __ a

< a ="

(R, %) n’est pas un groupe car 1 n’a pas de symétrique : 1xa=1—a—a=1.
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Cependant (R\{1}, %) est bien un groupe abélien.
En fait 1 joue le méme role pour (R, *) que 0 pour (R, x). Il est ’élément absorbant de
(R, %).

e Absorbance : AN € E, Vo € Elz xR =RNxz =R

3. Calculer axa*...xa = a*™.
————

n fois
Il semblerait que 1 — 2** = (1 — z)™.

Démontrons que la propriété P(n):Vn € N;1 — 2*™ = (1 — x)" est vraie.

e Initialisation (pour n = 0)
0x0=2*=0
1—2*0=(1-2)°
Donc P(0) est vraie.
e Heérédité
On suppose qu’il existe un entier n tel que P(n) est vraie.

On veut montrer que la propriété est vraie au rang n + 1, c’est a dire, montrer que :
1— m*(n-&-l) — (1 _ .’13)”+1

On utilise I’hypothése de récurrence :

l—zxxz*x.xx=1—x*xx*"
—_—

n+1 fois
=l—-zazx(1-(1-2)")

=l—-(z4+1-1-2)"—z1-(1—-2)"))
=—z+z+(1—2)"(1-2a))
= (1 —z)"t!
P(n+ 1) est vraie.
e Conclusion

La propriété est initialisée a 0 et héréditaire. Dés lors, d’aprés le principe de récurrence
P(n):¥neN,1—2*" = (1 —x)" est vraie.

Probléme 2

Soit la loi de composition interne x définie sur E = {a, b, ¢, d} telle que :

*x|la b ¢ d
a|lc a d Db
bla b ¢ d
c|b ¢ d d
dla ¢ b d

1. La loi x est-elle commutative ? Associative ? Pour quels éléments ’écriture x x x * = a t-elle
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3.

un sens ?

La loi * n’est pas commutative. On donne un contre-exemple : (axc¢) =d # b = (cxa).
La loi x n’est pas associative. On exhibe un contre-exemple :

(axa)xc=cxc=d

a*x(axc)=axd=>

Donc ax (axc) # (axa) xc.

On a 4 éléments, soit 8 cas a tester. C’est fini raisonnable, on peut calculer tous les cas.

e Pour a :
(axa)xa=cxa=1b
ax(axa)=a*xc=d

e Pour b :
(bxb)xb=bxb=1b
bx(bxb)=bxb=0b

e Pour c:
(cxc)xc=dxc=1b
cx(cxe)=cxd=d

e Pour d:
(dxd)yxd=d*xd=d
d*(dxd)=dxd=d

L’écriture x x x x x n’a de sens que pour b et d.

(E, %) posséde-t-elle ’élément neutre ? Un élément neutre a gauche? Un élément neutre a
droite 7

(E,*) ne posséde pas 'élément neutre, ni aucun élément neutre a droite. Mais b est neutre a
gauche.

L’ensemble A = {a, b, ¢} est-il stable ?

A n’est pas stable car ¢cxc = d ¢ A. Mais le sous ensemble B = {b, ¢, d} est stable.

Probléme 3

Soit un ensemble € tel que card(Q2) = n.

Combien de lois de composition interne différentes peut-on créer sur 7 Parmi toutes ces lois,

combien sont commutatives 7 Combien possédent I’élément neutre ?

1.

Combien de lois de composition interne différentes peut-on créer sur E 7

2

On a n” cases pour chaque table représentant une loi de composition interne sur E.

. 212 N 2 . ..
Pour chaque case on a n choix d’éléments. Dés lors, on a au total n™ lois de composition

interne différentes sur E.
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2. Parmi toutes ces lois de composition interne différentes, combien sont commutatives ?

On sait qu'une loi de composition interne est commutative si et seulement si sa table de

Cayley est symétrique. Dés lors on doit fixer sa diagonale supérieure (ou inférieure). Il nous

1 N R ..
reste alors % cases oil les valeurs sont & choisir.
R nn41) o, e e
Dés lors, on a au total n= 2  lois de composition interne différentes sur F.

3. Parmi toutes ces lois de composition interne différentes, combien ont un élément neutre 7

La présence de I'élément neutre suppose de fixer la colonne est la ligne de 1’élément corres-
pondant. On a donc n? — 2n — 1 = (n — 1)2 cases ot les valeurs sont & choisir. De plus, on a

n choix pour I’élément neutre.

2 2 . oy . (T,
Dés lors, on a au total n x n("~D" = ™ ~27+2 Jois de composition interne différentes sur E.

Probléme 4

Soit une loi x associative sur un ensemble E. Un élément z € F est dit idempotent si et seulement
siz*xx =2x.

1. Montrer que si z et y sont idempotents et commutent, alors x x y est idempotent.

Comme la loi est commutative, associative et que = et y sont idempotents et commutent, on
a:

(@xy)*(xxy) = (y*a)* (@*xy)
=y*x(zxz)*y
=YyxTxyY

=xx(yxy)

=T*y

2. Montrer que si  est idempotent et inversible, alors ~! est idempotent.
H rxr=2& (zxz) =27t

S lyxg =71

Probléme 5

On définit le groupe des n-entiers relatifs comme suit :

Vn e N,nZ = {n x klk € Z}
1. Déterminer 0Z et 17Z.
| 0Z={0}et1Z =17
2. Montrer que nZ est un sous-groupe de (Z,+)

Soit n € N.

e 0=nx0donc 0 € nzZ



Licence 1 :

Lois de composition interne et morphismes Mathématiques & informatique

. V(k‘l,k‘g) S Zz,nkl + nky = n(k1 + k‘g) cnt
o Vk € Z,n(—k) e nZ

. Montrer que A = 3Z U 47 n’est pas stable pour ’addition.

3 et 4 appartiennent & A seulement 3+4 = 7 n’appartient pas a A. (3,4) € A% et 3+4 =17 ¢ A.
Dés lors A n’est pas stable pour +.

7 —Z
Montrer que I'application f telle que f : est un endomorphisme de (Z, +).
k

— 6k

V(k1, ]{)2) € ZQ, f(kl + kg) = 6<k‘1 + k‘Q) = 6ky + 6ky = f(kl) + f(kg)

Donc f est bien un endomorphisme de (Z, +)

Déterminer ker(f) et Im(f). Qu’en déduisez-vous?
ker(f) = {k € Z|f (k) = 0}
Or f(k)=0&6k=0
k=0

ker(f) = {0} Donc f est injective.
In(f) = {f(k)[k € Z}

= {6k|k € Z}

=6Z

Im(f) = 6Z # Z. Donc f n’est pas surjective.

Probléme 6

On se place ici dans 'algébre £ de la logique propositionnelle.

On considére qu’un systéme [d’opérateurs| S est complet quand toute formule ¢ € L peut-étre

représentée a l'aide de S. On considére que S = {—,V, A} est un systéme complet.

. Combien d’opérateurs d’arité 2 peut-on définir au total ?

Les opérateurs d’arité 2 de la logique sont définis sur I'ensemble {0, 1} dés lors, on a 22" = 16

opérateurs.

Trouver un systéme a 8 opérateurs d’arité 2 qui n’est pas complet.

Il nous suffit de fixer un élément de la table de Cayley des opérateurs définissables. Soient
tous les opérateurs { que l'on peut définir, alors, si l'on fixe {>(1,1) = 1, on peut bien définir
23 = 8 opérateurs différents. Cependant, on montre facilement par récurrence que si I est
linterprétation telle que pour toute variable logique p on ait I(p) = 1 et ¢, une formule
résultante, alors, on peut montrer que I(p) = 1. En particulier, 'opérateur de négation — ne

peut pas étre définie.

On considére les deux opérateurs T et | respectivement Nand et Nor dont on donne la table

de vérité suivante :
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plallprta pla
00 1 1
01 1 0
1[0 1 0
1]1 0 0

(a) Ces opérateurs sont-ils associatifs? Commutatifs 7 Montrer que {1} et {l} sont des

systémes complets ?

e Pour {1}.
o —p=-(pAp)
=ptp
opAg=-=(pAgq)
=-(p19q
=@t t1Tq
o pVg=-(=pA—q)
=pTq
=ptp)t(@tq
e Pour {|}.

On utilise la méme méthodologie.

variables logiques telles que p,q € {0,1}.

Les deux opérateurs sont commutatifs et associatifs.

Pour montrer que ces systémes sont complets, on les raméne a S. Soient p et ¢ des

De plus, on remarque que ptg=-(pAg)etpl g=-(pVq)

(b) Mountrer que les seuls opérateurs qui forment a eux seuls un systéme complets sont 1 et

1

On suppose qu'’il existe un autre opérateur { dont la table de vérité est :

plalrly
olof =
01| 2
1o 2
11 2

Si la valeur de la derniére ligne est 1 alors toute formule construite en utilisant le seul
connecteur J doit prendre la valeur 1 si les variables propositionnelles composant cette
formule prennent la valeur 1. Donc, aucune combinaison ne peut exprimer la négation
d’un énoncé ¢. La valeur de cette derniére ligne du tableau doit étre 0. De la méme

fagon la valeur de la premiére ligne doit étre 1. Alors nous avons :
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pla|rla
010 1
011 ?
110 ?
1|1 0

Plusieurs cas sont alors possibles. Si les valeurs de la 2éme et 3éme ligne sont 0, alors
Popérateur J est identique & 1. De méme, s’il elles sont égales a 1, alors celui-ci est pareil
al.
Reste deux possibilités :
e Sila 2éme ligne est a 1 et la 3éme a 0.
Dans ce cas pJ g = —p.
e Sila 2éme ligne est a 0 et la 3éme a 1.
Dans ce cas pJ ¢ = —q.
Dans les deux cas, on sait que le connecteur — ne forme pas a lui seul un systéme
complet, il ne peut exprimer que la négation et I’identité.

L’hypothése de départ est absurde. Il n’existe pas d’autres opérateur binaire formant

un systéme complet.

Probléme 7

- o C* —R*
1. Soit 'application ¢ telle que ¢ :
z =z
(a) Montrer que ¢ définie un morphisme de groupes de (C*, x) vers (R*, x).
Soit z,z' € C, alors
ol4') = |27
= |zllz
= p(2) x p(¢)

On a effectivement un morphisme de groupes de (C*, x) vers (R*, x).

’

(b) Calculer ker(¢) et Im(p). En donner une interprétation géométrique.
On note z =  + iy tel que (z,y) € R2.
* ker(p) = {z € C*[p(2) =1}
p) =1 |2 =1
szP=1
sr2+y?=1
On a donc ker(y) qui représente le cercle de rayon 1 soit le cercle trigonométrique.
o Im(p) = {p(C")}
= R’:L

Le module représente une distance. Celle de 'origine au point z.

R =0
2. Soit I'application v telle que 1 : " On rappelle que U = {z € C*||z| = 1}
0 —e
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(a) Montrer que ¥ définie un morphisme de groupes de (R, +) vers (U, x).
Soit 0,0" € R, alors

V(O +0) = el0+e)

— b+t

— it it

= P(0) x ¥(0)

On a effectivement un morphisme de groupes de (R, +) vers (U, x).

(b) ¥ est-elle injective ? Surjective ? Bijective ?
On utilise les propriétés du noyau et de 'image.

e ¢ est injective < ker(y)) = {0}. Le noyau est réduite a 1’élément neutre de (R, +).
D’aprés la définition du noyau, on a :
Y@ =1’ =1
< 0 = 0[27]
&0 e2nZ
ker(¢)) # {0}. Ainsi ¢ n’est pas injective. On remarque cependant que si I'on fait
la restriction sur [0, 27[. Alors, ¢ est bien injective.

e 1 est surjective < Im(¢) = U. L’image coincide avec I'ensemble d’arrivée.
V0 € R, e = cos(6) + isin(6)
Ainsi |e”| = \/COSz(e) +sin?(9) = 1.

Donc v est surjective. Elle n’est pas bijective car elle n’est pas injective.




