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Probléme 1
1. Soit F, un K—espace vectoriel de vecteur nul Og, compléter et répondre aux questions :
FCEFE
(a) F est un sous-espace vectoriel de E < < 0 € F
V(u,v) € FVa e K,au+v e F

Le plus grand et le plus petit (pour I'inclusion) sous-espace vectoriel de E sont respec-
tivement {Og} et E.

(b) Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E alors :
e FFN G est un sous-espace vectoriel de E (et de F et G).
e F'UG est un sous-espace vectoriel de F < (F C Gou G C F).
Définir :
o '+ G ={us +uslu; € Fyus € G} qui est le plus petit sous-espace vectoriel de E
contenant F'UG

e F+F=F.
e F+E=F.
(c) Quels sont les sous-espaces vectoriels de R? ?

Les sous-espaces vectoriels de R? sont :

e {(0,0)}
o Les droites passant par (0,0).
o R2

2. Dans I'espace vectoriel R3, on considére les vecteurs : u; = (1,—1,0) et ug = (0,1, —1).

(a) Définir F' = Vect(u1, us) == {au; + fus|a, 8 € R}.
Que peut-on dire de F'?

F est un sous-espace vectoriel dont (u1,us) est une famille génératrice.

(b) Donner les conditions nécessaires et suffisantes pour que v = (z,y, z) appartienne a F.
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« =T

3(a,8) € R? 1 v(auy, Bug) & § —a+ B =y est compatible

"y —
a =z
S4B =xty Lo Lo+ Ly
B ==z
a =z

= ﬂ =r+y L3+ L3+ Lo

0 =z4+y+=z
Les conditions nécessaires et suffisantes pour que v € F sont qu’il vérifier I’équation
z+y+2z=0. Soit F est le plan qu’équation : x +y+2=10
(c) Donner une famille génératrice du plan P d’équation : z —y + z = 0.
r—y+z=0&zc+z2=y
G={(z,x+z2)|z,z € R}
={z(1,1,0) + 2(0,1,1)|z,r € R}
= Vect ((1,1,0), (0,1,1))
(1,1,0) et (0,1,1) est une famille génératrice de G.

Probléme 2

Soit l'espace vectoriel E = R* muni de sa base canonique B = (e1, ez, e3,e4). On considére les
vecteurs suivants :
u=(1,0,0,1),v =(1,0,1,1),w = (1,0, —2,1) et t = (1,0,—3,1).

1. Définir F = Vect(u,v,w,t) et le rang r de la famille de vecteurs (u,v,w,t).

Par définition

F = Vect(u,v,w,t) = {au+bv+cw+dt|a,b,c,d € R} : Pensemble est combinaisons linéaires

des vecteurs u, v, w et t.

r = rg(u,v,w,t) = dim(F)

2. En utilisant la méthode d’échelonnement : déterminer r, une base échelonnée et la dimension

de F'.
On échelonne la famille (u,v,w,t)
1 0 0 1 U 1 0 0 1 U
10 1 1 v 00 1 O v—u
4
1 0 -2 1 w 0 0 -2 0 w—u
1 0 -3 1 t 0 0 -3 0 t—u
1 0 0 1 U
0 010 v—u
4
0 0 0O w—u+2(v—u)
0 00O t—u+3v—u)
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Cette derniére famille (u,u — v, —3u + 2v + w, —4u + 3v + t) est échelonnée, deux de ses

vecteurs sont non nuls, de plus elle est de rang r = 2.

(u,v —u) = ((1,0,0,1),(0,0,1,0)) est une base échelonnée de F et donc dim(F) = 2

3. Déduire de ce qui précéde un supplémentaire G de F' dans F.

1 0 0 1 U
01 0O €9
0 010 v —u
0 0 0 1 e4

donc (u,ea,v — u,e4) est une famille échelonnée de F sans vecteur nul, de plus rg(u,es, v —

u,eq) =4

La famille (u,eq,v — u,e4) est libre maximale dans F, c’est donc une base de E.

Par conséquent, G = Vect(es, e4) est un supplémentaire de F' dans E.

4. Déterminer un systéme d’équation(s) caractérisant F.

v=(x,y,2,t) € F & 3(a,b)R?: v = (x,9,2,t) = a(1,0,0,1) + b(0,0,1,0)
a ==z
0 = )
& est compatible
b ==z
a =t
a =z
0 =y
4
=z
a =t
a ==zx
b ==z
54
0 =z—t
0 =y
zr—t =0
Déslorsv e F <
Yy =0

Probléme 3

Soient A, F et G les sous-ensembles de I’espace vectoriel E = R? définis tels que :
A={(z,y,2) ER¥/z € Z},F = {(z,y,2) e R¥/x +y—2=0} et G = {a,b,a — b)/(a,b) € R?}.
1. Justifier que A n’est pas un sous-espace vectoriel de F.

A n’est pas un sous-espace vectoriel de E car (1,0,0) € A mais £(1,0,0) ¢ A étant donné
que 3 ¢ Z.
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2. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E, en donner une base. Idem pour G.
F={(v,y,2) eR3/z+y—2=0}

={(&,y, 2 +y)lr,y € R}

={z(1,0,1) + y(0,1,1)|z,y € R}

= Vect((1,0,1),(0,1,1)

F' est donc un sous-espace vectoriel de E dont ((1,0,1),(0,1,1)) est une famille génératrice;
de plus (1,0,1) et (0,1,1) sont non colinéaires donc ((1,0,1),(0,1,1)) est une famille libre,
2.

des lors : ((1,0,1),(0,1,1)) est une base de F' et dim(F) =
De la méme maniére G = Vect((1,0,1), (0,1, —1)).

On en déduit aussi que G est un sous-espace vectoriel de E de base ((1,0,1),(0,1,—1)) et
donc que dim(G) = 2.

3. Déterminer les conditions nécessaires et suffisantes sur les réels x,y, z pour que u = (x,y, 2)

appartienne a G. en déduire un systéme d’équation(s) de G.

u = (x7yaz) EG@HO‘:BERMLZ (a7ﬁaa_ﬁ)

@ =z
S48 =y est compatible
a—0p ==z
@ =z
<6 =y
r—y—z =0

Déslorsue G ueP:x—y—2=0

4. F UG est-il un sous-espace vectoriel 7 Justifier.
F et G sont des plans de E respectivement d’équation t+y—z2=0etz—y—2=0
Soient u = (0,1,1) et v = (1,1,0)
u € Fetve G Donc u,v€ FUG. Cependant v +v = (1,2,1) ¢ F et u+v ¢ G.

Dés lors F'U G n’est pas stable pour 'addition, ce n’est pas un sous-espace vectoriel de E.

5. Montrer que F'N G est un sous-espace vectoriel, en donner une base et sa dimension.

Comme F et G sont des sous-espaces vectoriels on sait que F NG est lui aussi un sous-espace
vectoriel.

r+y—2z =0
u=(z,y,2),u € FNG & Y

r—y—z =0

r+y—2z =0

y =0
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=
y =0

Par conséquent F'NG = {(z,0,z)|z € R} < Vect((1,0,1))
F NG est la droite dirigée par le vecteur (1,0, 1), de plus dim(FNG) =1

6. Définir F' + G puis par un raisonnement que ’on indiquera, déduire de ce qui précéde que
F 4+ G = E. Cette somme est-elle directe ?

Par définition F + G = {u + v|u € F et v € G}, de plus on sait que F + G est le plus petit

s — ev pour l'inclusion contenant F' U G.
D’aprés le théoréme de Grassman
dim(F 4+ G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)

Dés lors dim(F+G)=2+2—-1=3
dim(F + G) = 3 et F 4+ G est un sous-espace vectoriel et F + G = E.

Puisque F NG # {0g}, la somme n’est pas directe.

7. Quels sont les supplémentaires de F' dans £ 7 Illustrer par une figure.

F étant un plan de E, ses supplémentaires sont toutes droites A de E : Vect(a, 3,7) telles
que A ¢ F, c’est a dire toute droite dirigée par (o, 3,v) mais avec a+ 8 — v # 0

E=F&A

FIGURE 1 : Représentation de F' et d’un supplémentaire A

Probléme 4
Soit f l’application linéaire de R® dans R? telle que f(z,y,2) = (z + 2,y — 22)

1. Montrer que f est effectivement une application linéaire.
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Soient E et F' deux espaces vectoriels et f une application de E — F. On dit que f est une

application linéaire si

Yo, w € E, fw+w) = f(v) + f(w)
Ve EVAER, f(w)=Af(v)

Dans notre cas :

o Pour ¥(z,y,2), (2',y',2") € R®, f((z,y,2) + (¢, ¢/, ")) = fla,y,2) + f(2',y, %)
[y, 2) + @y 2) = fle+ 2’ y+y, 2+ 2)
=(@+a2)+(z+2),y+y)-20=z+2))
=(@+z+2' +2,y—224+y —27)
= fz,y,2) + f(a',y, )
e Pour V(z,y,2) € R3, VA € R, f(\(x,9,2)) = M (x,y,2)
fA(z,y,2)) = f(Az, Ay, Az)
= (Az + Az, \y — 2)\2)
= Az +2), Ay — 22))
=Nz +z,y — 22)
=AM (z,y,2)

2. Sans le démontrer, donner la dimension de £(R3,R?) et la matrice A, représentative de f

relativement aux bases canonique de R? et R2.

1 0

dim(L(R?,R?)) = 3x 2 =6 et A=
0 1 -2

> relativement aux bases canoniques de

R3 et R2.

3. Déterminer le noyau de f, en donner une base et sa dimension. Que peut-on en déduire pour

f7

3 r+z =0
ker(f) = {(z,y, 2)R°|f(z,y,2) = (0,0)} <
y—2z =0
r =-z
z =z
ker(f) = {(-2,2z2,2)|z € R} = Vect((—1,2,1)). Soit la droite dirigée par (—1,2,1) : dim(ker(f)) =
1+# 0 < f est non injective.

4. Enoncer le théoréme du rang pour f, puis, en déduire que f est surjective.

Le théoréme du rang s’énonce tel que :

dim(Départ) = dim(ker(f)) + dim(Im(f))
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Probléme 5

Soit ici : dim(R?) = 1 + dim(Im(f)) < 2 = dim(Im(f))

dim(Im(f)) = dim(Arrivé). On en conclut que f est surjective.

Soit ’endomorphisme f de R? dont la matrice représentative dans la base canonique B de R? est :

1. Donner f(el)’f(GQ)af(e3)' Puis V(x,y,z) € Rg,f(x,y,z).
‘ f(el) = <_1a 1, 1)7 f(€2) = (1v -1, 1)7 f(eB) = (1a 17 _1)

V(xvyvz) € R?’,f(x,y,Z) = (—$+y+Z,.’E —y+z,rt+ty— Z)
2. Prouver que f est un automorphisme de R3, en déduire son noyau et son image.

f est une matrice carrée, ce qui indique que c’est un endomorphisme, f est bijective si
det(A) # 0.
-1 1 1
det(A)=| 1 -1 1
1 1 -1
1 1 1
=1 -1 1 |Ci+Ci+Cy+0C3
1 1 -1
1 1 1
= 0 -2 0 LQ(—LQ—Ll,L3<—L3—L1
0o 0 -2
=1x(=2)x(-2)=4+#0
Dés lors f est un automorphisme de R3.
Comme f est bijective, on en déduit que ker(f) = {(0,0,0)} et que Im(f) = R3

3. Déterminer f~!(z,y, z) pour tout (x,y,z) de R3.

Mp(fHy=A"1=3

_ = O
—_ O
S = =

Done f~1(z,y,2) = 3y + z,2 + 2,2+ )

4. Déterminer la matrice B représentant f o f dans B.

3 -1 -1
B=Mg(fof)=4%2=| -1 3 -1
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5. Montrer que la famille B; = (u,v,w) avec u = (1,1,1),v = (1,—1,0) et w = (1,1, —-2) est
une base de R3.

1 1 1 : wu 1 1 1 U
1 -1 0 : v & 0 -2 -1 : v—u
1 1 -2 : w 0 0 -3 : w—u

La famille B; est échelonnée sans vecteur nul, donc de rang 3.

rg(By) = card(By) = 3 : B; est une famille libre et card(B;) = 3 = dim(R?), c’est une famille
libre maximale de R3.

Dés lors B; est une base de R3.

6. Déterminer la matrice D représentant f dans Bj.
On va représenter les vecteurs dans D = Mg, (f)
flu)=f(1,1,1) =u

flv)=f(1,-1,0) =(-2,2,0) = —2v
flw)=f(1,1,-2) = (-2,-2,4) = —2w

1 0 0
D=0 -2 0
0 0 -2



