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Probléme 1

Soit E V'ensemble des fonctions numériques continues sur [—1, 1] telles que :

f(A) = f(=1) =2f(0)
1. Montrer que pour les opérations usuelles, E est un espace vectoriel sur R.
On sait que 'ensemble F([—1, 1], R) des fonction numériques définies sur [—1, 1]

est un espace vectoriel pour les opérations d’addition des fonctions et de multiplication par
des réels.

Pour établir que E est un espace vectoriel, il suffit de montrer que c’est un sous-espace
vectoriel de F([—1,1],R).

e F n’est pas vide car la fonction nulle 6 € E.

e Soient f et g deux fonctions de F et A € R. On a :
(f+9)@) = (f+9)(=1) = f(1) +9(1) = f(-1) = g(=1)
=f(1) = f(=1) +g(1) —g(-1)
=2f(0) + 29(0)
=2(f+9)(0)
On en déduit que (f 4+ g) € E.
D’autre part :
(AS)@) = AN D)+ = A(f (1) + —f(-1))
= A(2/(0))
=2(Af)(0)
Ainsi, A\f € E. Dés lors (E,+, x) est un sous-espace vectoriel de F([—1,1],R) et donc,

un espace vectoriel sur R pour les lois usuelles sur les fonctions.

2. Montrer que ’ensemble G des fonctions de E, continues, telles que :

/11 Ft)dt =0

est un sous-espace vectoriel de F.



Licence 1 :
Espaces vectoriels et bases Mathématiques & informatique

La fonction nulle sur [—1,1] 6 appartient & G.
Par définition, G C E.

Soient f et g deux fonctions de G et A € R. On déduit de la linéarité de l'intégrale que
(f+9) € Get Af € G. C’est donc bien un sous-espace vectoriel de E.

Probléme 2
%
Soit 'espace vectoriel R2, on considére deux vecteurs @ = (2,5), b = (3,1).

%
1. Montrer que @ et b sont indépendants.

Soit une famille de vecteurs {u;|i € {1,..,n}}, ceux-ci sont indépendants si

d oAUl =0=Vie{l,.,n}\=0

i=1
Dés lors, on est amené a résoudre : a(2,5) 4+ 3(3,1) =0

2a0+35 =0 2a—15a =0
&

S5a+p =0 B = —ba
a =0
=
B =0

%
Les vecteurs @ et b sont effectivement indépendants.

2. On pose ¢ = (4,2). ., ?, et @ sont-ils indépendants ?
On résout «(2,5) + B(3,1) +v(4,2) = (0,0)

20 +38+4y =0

Sa+pB+2y =0

Soit :

C’est un systéme d’équations homogéne et puisque le systéme comporte moins d’équations

que d’inconnues, il y a une infinité de solutions, il y’a donc des solutions non nulles et les

vecteurs sont dépendants.

_>
a, b

%
3. Pourquoi (@, b ) forment-ils une base ? Donner les coordonnées de ¢ dans la base (@, b ).

9

- -
On a montré que @ et b sont linéairement indépendants, dés lors, lensemble {E), b } forme

_>
une famille libre. Montrons que que {7, b } forme une famille génératrice.

Une famille de vecteurs {u]|i € {1,..,n}} est génératrice si et seulement si tout vecteur

v = (A, .oy An) de R™ peut s’écrire comme une combinaison linéaire des vecteurs ul.

%
Dés lors, on exprime un vecteur o dans la base (@, b) tel que : Y(o, ) € R, Y =
%
(avﬁ)aa)‘la Ao € R|7 = )\16> + X2 b

2 201+ 3\ =
Soit : @ =)\ + Ao 3 54 ! ? “
B 5 1 5A 4+ =8
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201 +3(8—5A1) =a
=
A2 =08 -5\
)\1 7(11«;3[3
= _ —a+38
)\2 /B 5 ( 13 )
A _ —a+38
o 1 ] 132
Ay = Bac2b

%
{E), b} forme une famille génératrice, de plus elle est libre, c’est donc bien une base de R2.

— —
On cherche exprime @ dans la base (@, b). Ona @ = 12—37 + 30,

Probléme 4

Soit n € N*. Montrer que la base B = (fo, f1, ..., fn) OU :

f()((E) =1
hz) =z+1
Vo € R, ¢ fa(x)

=(x+1)(z+2)

est une base de l'espace vectoriel de P € R,[X], c’est-a-dire les polyndomes de degré inférieur ou

=@+ D)(z+2)...(x+n)

égal a n.
La famille B = (fo, f1, ..., fn) comporte n + 1 éléments et dim(R,[X]) =n+1/
En conséquence, B est une base de R, [X] si et seulement si B est une famille libre de R,,[X].
Soit (Agy A1y ey Ay ) € R™FL tel que kzn: Mefe =0 (%)
=0

avec 6 la fonction polyndéme nulle.

(1) VX €R, DY Mefu(X) =0
k=0

En donnant a la variable successivement les valeurs

—1,-2,.,—k, . — (n41)

On obtient :
n

X =-1 :>Z /\kfk(—l) = /\0 =0
k=0

X:—2:>Z )\kfk(—l):Ao—)\l =-\=0
k=0

X=—-mn+1)=> Mfu(—(n+1)=(-1)"nX\, =0=X,=0
k=0
On a obtenu : (Ag, A1, ..., Ap) = (0,0, ...,0) ce qui montre que B est bien une base R,,[X]
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Probléme 4

Dans l’espace vectoriel F des applications de R — R muni des opérations usuelles. On note E

I’ensemble des éléments de f € E tel que :

O —6f" +12f —8f =46

ou # désigne la fonction constante nulle et f/, f” et f3) les fonctions dérivées respectivement

premiére, seconde et troisiéme de f.

1.

Montrer que E' est un sous-espace vectoriel de F.

Soient f et g, deux éléments de E. La fonction f+ g est trois fois dérivable et par la linéarité

de la dérivation, on a :
(f+9)® —6(f+9)" +12(f +9) =8(f +9) = [ —6f" +12f' —8f +¢® —6¢" +12¢' 8
—9+0
=40
On a bien (f +g) € E.
Soit f € E et A € R, on a de méme :
AHB = 6(Nf)" +12(Nf) = 8(Af) = AMf®) — 6" +12f —8f)
=\
=40

Donc \f € E, et donc E est un sous-espace vectoriel de F.

Vérifier que la fonction ¢ définie sur R par ¢(x) = €2® est un élément de E.

La fonction ¢ est de classe C*° donc trois fois dérivable, et ses dérivées successives vérifient :
¢/ () = 20() = 2

0" (z) = 226(z) = 4e>*

60 () = 2(x) = 82

Et ainsi, on voit que :

e?(8—-24+24-8)=0

et donc que ¢ € E.

A toute fonction de F, on associe la fonction g définie par g(x) = f(z)e™2*.

Montrer que f € F si et seulement si g est trois fois dérivable et vérifie g(3) = 6.

Si f € F alors f est de classe C" sur R avec n > 3. et donc g est aussi de classe C" sur R.
Les dérivées successives de g valent :

g'(x) = —2f(x)e™" + f'(x)e™" = e*(f'(x) — 2f(x))

g"(x) = e 2 (f"(z) — 4f' () + 4f(2))

9P (@) = e 2 (fO(2) — 6" (2) + 12f () = 8f(x)) = 0

Le calcul précédent montre que g3 = fG) —6f” +12f —8f =6
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H On en déduit alors que f € E < ¢® = 4.

4. En déduire la forme générale des éléments de F, une base de E et sa dimension.

Soient f € E et la fonction ¢ associée. On a montré que ¢(3) = @. Dés lors, on en déduit que
g est telle que 3(a, b, c) € R3,Vz € R, g(z) = az? + bz + c.

En conséquences,

Vr € R, f(x) = (ax? + ba + c)e**

Notons v et y les fonctions sur R définies telles que ¢ = x2e%* et x(x) = z€?*. On a alors

f=ay+bx+co

La famille B = (¢, x, ¢) est une famille génératrice de E.
Montrons que c¢’est une famille libre.

En calculant f(0), f(—1) et f(1). On déduit un systéme qui conduit & @ = b = ¢ = 0. Ainsi

B est une base de F et E est un sous-espace vectoriel de F de dimension 3.

Probléme 5

On dit que deux sous-espaces vectoriels F7 et Fs d’un espace vectoriel E sont supplémentaires,

que 'on note Ey & Ey = E, c’est a dire :

b % c—d
On définit les deux matrices V = @O b eRY et = €
a—b b d 2d

Montrer que V et W sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de Ms(R).

c,deR}.

Pour établir que V' et W sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de M (R), il suffit de
montrer que V et W sont en somme directe, et que dim(V') + dim(W) = dim(M3(R)), c’est-a-dire
que VN W = {03} et que dim(V) + dim(W) = 4

e Soient

11 0 1 2 1 -1
A= , B= , C= , D= 0

1 0 -1 1 0 0 1 2
On constate que les matrices V' s’écrivent sous la forme M = aA + bB, et celles de W sous
la forme N = ¢C + dD.

En conséquences V = Vect(A, B) et W = Vect(C, D).

Montrons maintenant que (4, B) et (C, D) sont des familles libres.

GALbB=0,e | ¢ OFP)_ (00
a—>b b 0 0
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De méme,
2 —d 0 0
CC+dD=0ye [ = ¢ =
d 2 0 0
c =0
~
d =0

On en déduit que (A, B) et (C,D) sont des familles libres, et ainsi que dim(V) = 2 et
dim(W) = 2. En conséquences dim(V') + dim(W) = 4.

e Déterminons VNW

b 2% c—d
MeVnW e abederiim=| ¢ T2 )=
a—b b d 2

a =2c
c—d =a+b
a—b =

b =2d

20 =c—2d

On a bien M = O,.

Il résulte alors que V' et W sont bien deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de Ms(R).

Probléme 6

Soit R[X] Pespace des polynomes muni des opérations usuelles.
Montrer que pour tout polynéme P du second degré et pour tout réel non nul m, la famille
Fm = (P,Q,R) ot

VXER , QX)=P(X+m), et R(X)=P(X—m)

est une famille libre de R[X].

e Soit P le polynome défini tel que : VX € R,V(a,b,c) € R* x Rx R, P(X) = aX?> +bX + ¢
et A, u,v € RIAP 4+ pu@Q +vR = 0.

ou 6 est le polynéme nul.

VX € RAP(X) + pQ(X) + vR(X) = 0(X) ()
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(*) © MaX? +bX +¢) + p(a(X +m)? +b(X +m) +c) +v(a(X —m)?> +b(X —m)+¢) =0
S aX A+ p+v)+F A+ p+v)F2m(p— )X +cA+p+v)+m?(p+v) +mb(p—v) =0

a(Ap+v) =0

S bAN+p+v)+

cA+p+v)+m?*(p+v)+mbp—v) =0

At p+v =0

< 2m(p—v) =0

m2(p+v)+mb(p—v) =0

A =0
= I =0
v =0

On en déduit que (P, @, R) est une famille libre de R[X].

Probléme 7

Soit M3(R), I'espace vectoriel des matrices carrées réelles de dimension 3, et

On note E l'ensemble des matrices de M3(R) qui commutent avec A.

1. Montrer que FE est un sous-espace vectoriel de M3(R).
L’ensemble E est non vide car il contient au moins I3 et Os.
Soient M et N deux matrices F, on a :
AM + N) =AM + AN
= AN+ AM
= AN+ M)
Donc (M + N) € E. C’est a dire que E est stable pour I’addition.
Pour tout réel A et toute matrice M € E, les propriétés usuelles du produit donnent :
AAM) = AAM
=AMA
=(AM)A
Ce qui montre que AM € FE.

E est donc, pour les opérations usuelles, un sous-espace vectoriel de M3(R).

2. Déterminer une base E.
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a b ¢
Soit M = d e f |, une matrice quelconque de M3(R). On a M € E & MA =
g h 1
AM (%)
a=e=1i
En réduisant (*) & un systéme linéaire, on déduit que (x) & (d=g=h=0
b=f
On en déduit que M s’écrit sous la forme :
a b ¢ 1 0 0 01 0 0 0 1
0 a b |=al 01 0 |+b| 0 0 1 |+c|] 0 0 O
0 0 a 0 0 1 0 0 O 0 0 O
1 0 0 01 0 0 0 1
NotonsIs=| 0 1 0 |, J= 0011, K= 0 0 O
0 0 1 0 0 0 0 0 0

On a alors M qui est une combinaison linéaire de I3, J et K.

Ainsi, (I3, J, K) est une famille génératrice de E, montrons qu’elle est libre.
A =0

VO ) €ERI N +pd +vK =03 S =0.

v =0

On en conclut que (I3, J, K) forme bien une base de E et que dim(E) = 3.



