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Probléme 1

On dit qu'un anneau A est un anneau de Boole si :

Vee Azl =z
1. Démontrer que pour tout x € A,z = —=z.
2. Montrer que A est commutatif.
3. On note B = Z/27Z.

(a) Dresser la table de Cayley de B pour + et x et montrer que (B, +, X) est un anneau de
Boole. Est-ce un corps?

(b) Soient les opérations “ou exclusif” notée @ et “conjonction” notée A du calcul proposi-
tionnel. Montrer que (B, @, A) est un corps.
Probléme 2
On appelle caractéristigue d’'un anneau fini le plus petit entier n tel que :
nxX1lg=04
ou 1,4 est I’élément neutre de la multiplication sur A et 04 ’élément neutre pour I'addition sur A.
1. Montrer que pour tout z € A,nx = 04.

2. Montrer que si A est intégre, alors n est un nombre premier.

Probléme 3
Soit Z/5Z = {0,1,2,3,4}.
1. On rappelle que (Z/5Z,+, x) est un anneau. Que peut-on en déduire pour (Z/5Z,+)?
Définir 2.
Dresser la table de Cayley de (Z/5Z, x).

Ll

En justifiant, préciser si (Z/5Z, x) est :

(a) Un anneau commutatif.
(b) Un anneau intégre.

(¢) Un corps.

5. En détaillant les calculs. Développer puis simplifier (z — 2018)3 pour tout = € Z/5Z.
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Probléme 4
Soit F, un corps commutatif fini. Calculer le produit de tous les éléments de F*.

II=

rel*

Probléme 5

Résoudre les équations suivantes :
1. 22 +2+7=0 pour z € Z/13Z.
2. 22 — 4z +3 =0 pour = € Z/12Z.

Probléme 6

Soit (A, +, X) un anneau intégre.
Démontrer les propriétés (i) et (i7).

Ya € A* Y(z,y) € A? ar =ay=w=y (i)
T Nra=ya=2=y (i)

Autrement dit, tout élément non nul d’un anneau intégre est simplifiable & gauche (i) et a droite
(#4) pour la multiplication.



